
	  	  

	   	   	   	   	   	  SSSmoothRazor: 	  	  	  
	  
SynthesiS	  of	  	  Smooth	  parameters	  using	  Ockham’s	  Razor	  

SYNCOP	  Workshop	  –	  Luxemburg	  	  (April	  06-‐07,	  2024)	  

	   	   	  	  Laurent	  Fribourg	  
	  

	   	   	  CNRS	  	  &	  	  ENS	  Paris-‐Saclay	  
	   	  (Laboratoire	  Méthodes	  Formelles)	  
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MODEL	  PREDICTIVE	  CONTROL	  (MPC)	  
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Simula7on	  of	  	  	  MPC	  	  	  	  with	  	    a	  	  Neural	  Network	  
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Example:	  	  	  Control	  of	  	  Van	  der	  Pol	  Oscillator	  
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Comparison	  	  between	  	  MPC	  and	  NN	  



	  	  f(w1,…,w4,	  	  a1,a2,	  	  x1,x2)	  =	  	  	  σ(w1x1	  +	  w2x2)	  ✕	  a1	  	  +	  	  σ(w3x1	  +	  w4x2)	  ✕ a2	  

	  f(w,	  a,	  x)	  	  	  	  	  =	  	  	  	  Σr=1,2	  	  σ(wr
T	  x)	  ✕ ar	  	  	  	  	  	  	  	  with	  	  w1	  =	  (w1,	  w2)T,	  	  w2	  =	  (w3,	  w4)T	  	  

à	  output	  f(w1…w4,	  a1,a2,	  x1,x2)	  

input	  	  x1	  

input	  	  	  x2	  

a1	  

a2	  

w	  input	  weights	   a	  output	  weights	  

Compact	  	  
form:	  

Neural	  Network	  	  	  	  with	  	  	  1	  hidden	  layer	  
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Neural	  Network	  	  	  	  	  	   	   	  (2)	  	  

We	  consider	  NN	  	  with	  	  1	  hidden	  layer:	  

output:	   	   	   	  f(w,	  x)	  =	  1/√m	  	  	  Σr=1..m
	  	  	  	  ar	  σ(wr

T	  x)	  

where:	  
	  
•  x	  	  	  	  	  in	  	  Ŗd 	   	   	   	   	   	   	   	   	   	  	  input	  data	  

•  w	  =	  (w1,	  …,	  wm)T	  	   	  with	  	  	  wr	  	  	  in	  Ŗd	   	   	   	  input	  weights	  
	  
•  a	  =	  (a1,	  …,	  am)T	  	  	  	   	  	  with	  	  	  ar	  	  	  	  in	  Ŗ 	   	   	  output	  weights	  

•  σ(�)	  	  	  	  nonlinear	  ac6va6on	  	  	  func\on	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (e.g.:	  	  	  σ(z)=max(z,0)	  	  for	  	  ReLU)	  
	  
	  
	  
Besides	  output	  weight	  	  	  a	  	  	  assumed	  	  	  fixed	  	  	  	  	  (a	  =	  unif	  {±	  1}	  )	  
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Problem:	  
	  

Given	  the	  training	  data	  set	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  S	  	  =	  	  {	  (xi,	  yi)	  }i=1,…,n	  	  	  
	  

	  	  	  	  minimize	  	  the	  	  	  quadra6c	  	  loss:	  
	  

LS(w)	  	  =	  	  	  ½	  	  Σi=1…n
	  	  (f(w,	  xi)	  –	  yi)2	  	  	  	  	  =	  	  	  ½	  	  Σi

	  	  |vi|2	  	  	  	  =	  	  	  ½	  |v|2	  
	  
	  
	  

with	  	  	   	   	  v	  :=	  	  	  (v1,	  …,	  vn)T	  	  	   	   	   	  training	  error	  vector	  
	  

and	  	  	  	  	  	  	   	   	  vi	  :=	  	  	  f(w,	  xi)	  –	  yi	   	   	   	  i	  =	  1,	  …,	  n.	  

Training	  error	  minimiza7on	  
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Apply	  GD	  on	  w.	  	  	  	  In	  con\nuous	  \me	  	  with	  r	  	  =1,	  …	  ,	  m:	  
	  
	  

For	  example	  for	  ReLU:	  
	  

GRADIENT	  DESCENT	  	  
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It	  follows:	  

because:	  	  	  |ar|=	  1,	  	  	  	  	  σ’(z)	  ≤	  1,	  	  	  	  	  |xi|=	  1	  	  	  	  (normalized	  input	  data)	  

	  	  	  	  	  	  	  	  GRADIENT	  DESCENT	   	  	  	   	   	  	  (2)	  

≤	  	  √n⁄√m	  	  |v(t)|	  	  
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Training	  error	  	  	  dynamics	  

Consider	  	  	  	  	  	  v(t)	  	  =	  (v1,	  …	  ,	  vn)T	  	  	  	  	  	  	  	  with	  	  	  	  	  	  	  	  vi	  =	  f(w,	  xi)	  -‐	  yi	  

The	  con\nuous	  dynamics	  of	  	  	  v(t)	  	  	  is	  given	  by:	  

with	  for	  	  i,	  j	  	  in	  	  {1,…,n}:	  

and	  	  	  	  	  w	  =	  (w1,	  …	  ,	  wm)T	  	  
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H[w]	  	  	  symmetric	  Gram	  \me-‐varying	  matrix	  	  	  called:	  	  
	  
Neural	  Tangent	  Kernel	  	  (NTK)	  	  	  	  	  	  or	  	  	  	  	  	  	  Input	  Data	  Covariance	  matrix	  	  

For	  ReLU:	  	  	  	  H[w]	  	  	  	  n×n	  matrix	  	  with	  	  (i,	  j)-‐th	  entry:	  
	  

where	  	  	  	  xi	  	  and	  xj	  	  	  are	  	  	  i-‐th	  and	  j-‐th	  elements	  of	  	  input	  data	  set	  	  S	  

Training	  error	  	  dynamics	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   	  (2)	  
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•  U1(t),	  …,	  Un(t)	  	   	  	  eigenvectors	  of	  the	  NTK	  	  H[w(t)]	  	  	  at	  \me	  t,	  

•  λ1(t),	  …	  ,	  λn(t)	  	  	  	   	  	  eigenvalues	  	  	  	  (they	  are	  all	  ≥	  0),	  

•  λi	  	  	  lower	  bound	  	  of	  	  λi(t)	  	  	   	  for	  	  t	  ≥	  0	  	  	  	  	   	  (i	  =1,	  …,	  n):	  

	   	  	   	  	  λ1	  	  ≥	  	  λ2	  	  ≥	  	  …	  	  ≥	  	  λn	  	  ≥	  	  0.	  

Par7cular	  case	  	  	  	  	  (holding	  	  if	  	  m	  >>	  n,	  	  	  i.e.	  	  	  overparameterized	  NN)	  :	   	  λn	  >	  0.	  
	  
	  
Then	  [Jaqot	  et	  al.	  2019]	  : 	   	  |v(t)|	  	  ≤	  	  |v0|	  	  exp(-‐	  λn	  t).	  
	  
|v(t)|	  converges	  	  	  linearly	  	  to	  	  0	  	  	  as	  	  t	  à	  ∞,	  	  whatever	  	  	  ini\al	  weight	  w(0)	  

	  	  	  	  	  	  	  Convergence	  	  of	  	  |v(t)|	  	  	  	  	  	  	  	   	   	  	  (case	  	  λn>	  0)	  	  	  	  	  

Let	  	  

à	  	  	  All	  the	  valleys	  of	  the	  loss	  landscape	  of	  overparameterized	  NNs	  are	  connected	  	  	  	  
	   	   	   	   	   	  	  (all	  the	  local	  minima	  are	  «	  global	  »)	  



½	  (d|v|2	  /	  dt)	  	  =	  	  	  vT	  (dv	  /	  dt)	  	  	  =	  	  -‐	  vT	  (Hv)	  	  ≤	  	  -‐	  λn	  |v|2	  
	  

d|v|2	  /	  |v|2	  	  	  	  ≤	  	  -‐	  2λn	  dt	  
	  

|v|2	  	  ≤	  	  |v0|2	  	  exp(	  -‐	  2λn	  t)	  
	  
|v|	  	  ≤	  	  |v0|	  	  exp(	  -‐	  λn	  t) 	   	   	   	   	   	   	   	  n	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  

	  

1	   16	  

Proof	  	  
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è All	  the	  valleys	  of	  the	  loss	  landscape	  of	  overparameterized	  NNs	  	  are	  connected	  	  

	  (all	  the	  local	  minima	  are	  «	  global	  »)	  
	  

hyps://www.cs.umd.edu/~tomg/projects/landscapes/	  
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Convergence	  	  of	  	  |v(t)|	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	   	   	  (case	  	  	  λn	  =	  	  0)	  	  	  	  	  
Let	  	  	  
•  λK	  be	  the	  	  last	  	  >	  0	  	  eigenvalue	  	  	  	  	  	  (i.e.:	  	  	  	  λK+1	  =	  …	  =	  λn	  =	  0)	  

•  uk(t)	  	  projec6on	  	  of	  	  v(t)	  	  on	  	  k-‐th	  eigenvector	  	  Uk(t)	  	  of	  	  eigenvalue	  	  λk(t)	  

Theorem	  1	  	  	  	  (upper	  bound	  on	  |v|)	  	   	   	  [Mar6n-‐Chamoin-‐F	  2023]	  
	  

|v(t)|2	  	  	  	  =	  	  	  	  Σk=1,..,K	  	  |uk(t)|2	  	  	  +	  	  	  	  	  Σk=K+1,..,n	  	  	  	  	  |uk(t)|2	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ≤	  	  	  	  Σk=1,..,K

	  	  	  	  μk(t)	  	  	  	  	  +	  	  	  	  	  	  Σk=K+1,..,n	  	  	  	  |uk(0)|2	  	  	  	   	  	  =:	  	  	  	  μ(t)	  
	  

where	  
	   	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  μk(t)	  :=	  	  αk

2	  	  +	  	  βk2	  	  exp(-‐	  λk	  t)	  
	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  with	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  αk
2	  +	  βk2	  	  =	  |uk(0)|2	  	  	  	  	  	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  for	  	  	  k	  =	  1,	  …,	  K	  

	  

Besides:	  
•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  |uk(t)|2	  	  ≤	  	  	  μk(t) 	   	   	  	   	   	  	  	  	  	  for	  	  	  k	  =	  1,	  …,	  K	  
•  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  |uk(t)|2	  	  ≤	  |uk(0)|2 	   	  	  	  	  	  	  	  	   	   	  	  	  	  	  	  	  for	  	  	  k	  =	  K+1,	  …,	  n	  
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	  eigenvalues	  of	  	  H:	  	  
	  

	  λ1=	  38	  	  	  ≥	  	  	  	  λ2=	  8	  	  ≥	  	  	  λ3=	  3	  
	  

	  λ4	  =	  …	  =	  λ50	  =	  0	  

	  norm	  of	  	  projec\ons	  	  
	   	  u1,	  u2,	  u3	  
	  	  	  	  	  	  	  of	  error	  	  v(t)	  
	  on	   	  	  U1,	  U2,	  U3	  	  

Spectral	  bias:	  
	  	  eigenvectors	  	  	  	  
	  	  	  	  corresponding	  to	  	  
	  	  large	  	  eigenvalues	  	  
	  	  are	  learned	  quicker.	  



20	  |v(0)|	  =	  6.35,	  	  	  	  	  |v(∞)|	  =	  Σk	  	  αk
2	  	  =	  1	  
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	  	  	  Empirical	  Loss,	  	  Popula7on	  Loss,	  	  	  Generaliza7on	  Loss	  

•  Empirical	  Loss	  	  ŁS	  	  	   	  over	  sample	  data	  set	  	  	  S	  =	  {(xi,	  yi	  )}i=1,..,n	  	  
	  

	   	  ŁS	  (fW)	  :=	  1/n	  	  Σi=1,..,n	  	  (fW(xi)	  -‐	  yi)2	  	  	  =	  	  	  v2/n	  	  	  	  ≤	  	  	  μ	  
	  
	  

•  	  Popula6on	  Loss	  	  ŁD	  	  	  	  over	  data	  distribu\on	  	  	  D	  	  
	  

	   	  ŁD	  (fW)	  	  :=	  	  E(x,y)~D	  	  	  (fW(x)	  -‐	  y)2	  	  
	  

•  	  Generaliza6on	  Loss	  	  Łgen	   	  for	  S	  	  and	  	  D	  
	  

	   	   	  Łgen(fW)	  	  :=	  ŁD	  (fW)	  	  -‐	  	  ŁS	  (fW)	  	  
	  
	  

	  !	  	  	  enhancement	  of	  standard	  GD 	  	   	  (Ockham’s	  razor):	  	  	  
	  synthesize	  the	  smallest	  possible	  w	  	   	  (``regulariza6on’’)	  
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We	  know	  via	  Rademacher	  complexity	  theory	  that	  for	  1-‐hidden	  layer:	  
	  

	   	  Łgen	  	  	  ≤	  	  	  4	  (√m/√n)	  	  ×	  	  maxr=1,..,m|wr|	  
	  

	   	  ŁD	  	  	  	  	  	  	  	  ≤	  	  	  Łgen	  	  	  +	  	  	  	  ŁS	  	  	  	  	  	  	  	  	   	   	   	   	   	  [with	  high	  probability]	  
	  
Hence	  (using	  Theorem	  1):	  
	  

	   	  ŁD	  	  	  	  	  	  ≤	  	  	  4	  (√m/√n)	  	  ×	  	  maxr=1,..,m|wr|	  	  +	  	  	  	  μ/n	  
	  
	  
Let	  us	  now	  	  find	  an	  	  upper	  bound	  on	  |wr|.	  

	  Enhancement	  of	  Gradient	  Descent	  	  (Ockham’s	  razor):	  	  	  
	  
	  find	  strategy	  of	  GD	  which	  synthesizes	  	  smallest	  possible	  w	  	  	  (``regulariza6on’’)	  
	  

Generaliza7on	  Loss	  
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Theorem	  2	  	  (upper	  bound	  on	  |wr(t)|):	  
[Mar6n-‐Chamoin-‐F	  2023]	  

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  

with	  
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	  	  	  	  Early	  Stopping:	  	  	  	  stop	  	  GD	  	  at	  	  	  t	  =	  t*	  	  when	  	  	  	  ŁD	  	  =	  ŁS	  +	  Łgen	  	  	  minimal	  	  

t*	  =	  1/λK	  	  ln[	  B	  /	  (A	  +	  (4n/λK)2)	  ]	  	  	  with	  
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Recapitula7on	  
	  
•  GD	  	  	  minimizes	  	  training	  error	  	  	  using	  training	  set	  S	  

•  Useful	  to	  minimize	  also	  w(t)	  to	  reduce	  generaliza7on	  error	  	  	  	  	  	  	  	  (tradeoff	  	  	  bias-‐variance)	  

•  	  à	   	  early	  stopping	  strategy	  

	   	   	   	   	   	  	  	  Contribu7on	  	  

1.  Via	  theory	  of	  NTK,	  	  computa\on	  of	  	  analy\c	  	  upperbound	  	  on	  the	  training	  error	  

2.  Via	  Rademacher’s	  complexity,	  	  	  analy\c	  	  upperbound	  	  	  	  	  on	  the	  	  	  	  generaliza7on	  error	  

3.  à	  	   	  analy\c	  es\ma\on	  of	  	  op7mal	  \me	  for	  stopping	  	  	  GD.	  

Moral	  of	  the	  story:	  	  	  SYNthesize	  the	  Least	  COmplex	  Possible	  Parameters	  
	  

	   	  SYNCOP	  	  	  à 	  	   	  SYNLCOPP	  
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